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理する約 18,000 箇所の橋梁において，床版で「詳細調査の必要有り（判定 S）」と判定されてい





































































始めに静的問題での変位関数について整理する．1885 年に J.Boussinesq18）は，今日 Boussinesq
の関数と呼ばれている調和型の変位関数を発表した．1900 年に H.Michell19）は，後年の研究に多
大の影響を及ぼす等方弾性体で4階型の重調和関数や横等方弾性体での2つの擬調和型の関数を
誘導した．A.E.Love20）は 1906 年に strain function と名付けられる等方弾性体のスカラータイプの
重調和関数を見出した．1930 年代になって変位関数の基本となる論文が発表された．1 つは
B.Galerkin21）の論文であり，彼は 3 つの成分を持つ重調和型の変位関数，いわゆる Galerkin vector
を 1930 年に誘導し，その 1 成分が Love の strain function と一致していることを指摘した．他の
1 つは P.F.Papkovitch22）とH.Neuber23）がそれぞれ独自に提案した論文である．P.F.Papkovitch は 1932
年に，H.Neuber は 1934 年に 2 つの調和型のベクトル関数を導き，今日では Neuber－Papkovitch
の関数として知られている．また R.D.Mindlin24）は 1936 年の論文で Galerkin vector と Neuber－
Papkovitchの関数が一致することを示した．1955年に秦25）はGalerkin vectorやNeuber－Papkovitch
による関数の一般化を図るために，非軸問題で用いられる調和型のベクトル関数，すなわち




が試みられた．1972 年に古橋 27）は一般化座標における Neuber－Papkovitch の変位関数を示し，
1974 年には長谷川 28）は物体力を考慮した円柱座標での一般化された Love の関数を提案した． 
 
次に動的問題における変位関数は，静的問題での変位関数の誘導に伴って順次発表されてきた．
まず 1949 年に M.Iacovache29）が Galerkin vector を拡張し，動的問題の先駆となった．この後，
E.Sternberg と R.A.Eubanks30）は Iacovache の関数の完全性を証明し，Neuber－Papkovitch の変位関




① Boussinesq の関数の場合，I.N.Sneddon32）は Hankel 変換によって半無限体の剛体押し込み
問題を中心とする 3 次元解を示し，E.Sternberg33）らは球が集中荷重を受けるときの応力問
題について双極座標による解析を行った．牟岐 34）は Hankel 変換を用いて半無限体の表面
を剛な円柱を垂直，あるいは任意の角度を傾けて押し込む問題，安 35）は球による押し込
み問題の 3 次元解を示した． 
② Galerkin vector の場合，K.T.Sundra Raja Iyengar36）らは短角柱の両端に部分荷重が作用する





力集中問題の 3 次元解を，斉藤 40）は Michell の関数を短円柱や厚円板に適用して，部分荷
重が作用する問題を解析した．  
④ 動的問題では今日地震等に起因する振動問題における構造物の応答解析で広範に適用さ
れているが，本論文ではそれらの例を割愛する．長谷川 31）は Kelvin, Boussinesq や Mindlin
によるそれぞれの代数解に対して，集中力が時間的に変化する場合の 3 次元解を導いた． 
 
一方応力関数について述べると，1863 年に G.B.Airy41）が 2 次元問題での，現在では Airy の応
力関数と呼ばれる関数を最初に誘導したのを先頭に，1870 年には C.Maxwell42）がこの関数を 3
次元問題へと拡張し，3 つの独立な応力関数を発表した．1890 年に G.Morera43）による応力関数
が提案された．今日これらの関数を総じて Maxwell－Morera の応力関数と称している．また 1903
年には L.Prandtl44）がねじり問題の応力関数を誘導した．1954 年 W.Ornstein45）は，Maxwell－Morera
の応力関数が系統的に導ける方法を見出した． 
次に動的問題での応力関数は比較的新しく，1972 年に P.P.Teodorescu46）が Maxwell と Morera













 まず Nadai の方法は Navier の式中で体積変化を示す項と回転を表す項に着目するもので，





 次に変位関数による方法の解析例を示す．1954 年に斉藤 40）は Michell の関数を用いて Szabo
と同様の支持条件を有する厚円板に部分荷重が作用する場合の解を示し，荷重点近傍の局所応力
の性状を議論した．1967 年に D.Schlottmann52）は矩形厚板の曲げ振動問題に Galerkin vector を用
いて，固有振動数を算出した． 
 
 また直接法は 1933 年の S.Woinowsky－Krieger53）による研究を発端として始まった．彼は面内
の境界条件を満足するように仮定した変位を Navier の式に直接代入することによって，変位の
面外方向の関数形を決定し，部分荷重を受ける全周単純支持された矩形厚板や厚円板の 3 次元解




板厚方向の成分を面内の微分演算子 yxD // で表し，その基礎式を面内に無限に広が
る厚板の上・下面に荷重を受ける場合を対象として誘導している．1957 年に V.Z.Vlasov56）は変
位の板厚方向にマクローリン展開を施し，板中央面での変位を初項とする初期関数法を提案した．
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式で構成される．この問題に対して，J. N. Goodier は 4 階型の微分方程式を満たすスカラータイ












① 熱負荷が弾性体に作用する問題での W.Nowacki の示した変位関数との関係を示し，等方弾
性体での Boussinesq の関数に相当する関数の必要性を検証する， 
② 次にこの誘導方法を用いて，熱負荷が動的に作用する場合での変位関数を導き，W.Nowacki
の関数と比較する， 
③ また弾性体が Voigt モデルで粘性効果を呈する粘弾性体での変位関数を誘導する．さらに
粘弾性モデルの一般化による広義の粘弾性体の変位関数を提案する， 
④ 熱問題の式系と類似する M.A.Biot の圧密方程式に対する変位関数の誘導を試みる． 









0Zzzyzyxzx                          （2.2.1） 
 ここで， xx / ， yy / ， zz / ， 












uxx ， vyy ， wzz ， 
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uv yxxy ， uw zxxz ， vw zyyz                  （2.2.2） 
ここで， x ， y ， z ；x，y，z 方向の直ひずみ， 
      u，v，w；x，y，z 方向の変位 
     xy ， xz ， yz ；せん断ひずみ 
また温度による影響を考慮すれば，Hooke の法則は第二法則から得られる． 
Te txx 2 ， xyxy ， 
Te tyy 2 ， xzxy ， 
Te tzz 2 ， yzxy                      （2.2.3） 
 ここで， ， ；ラメの定数 ， 23t ， ；線膨張係数， 
zyxe  























322 ZTwBBBvBuB ztzyxzyzx ， 
kQTkwvu tzyxt //                   (2.2.4) 
ここで， tt / ，
222 / xx ，
222 / yy ，
222 / zz ，
222
zyx  ， 
 21B ， 2B ， 3B ， 00 /Tt ， 
    Q；熱源量， 0 ；熱伝導率， k ；熱拡散率，t；時間 
 
 Duhamel の類似によれば，式(2.2.4)の項( Txt ， Tyt ， Tzt )は，それぞれ物体力 X，
Y，Z に相当し，温度勾配は物体力に置換できることが判る．すなわち，式(2.2.3)の直応力に関




 式(2.2.4)を満足する関数群のうち，例えば z 方向のみに着目して以下の議論を進める．縮退す
る項Δを考慮すれば，関数 3F と 3 が導入できる．これらの関数と x，y，z 方向の変位 u3，v3，
w3 および温度 T3 との関係式を次のように設定する．なお変位，温度の下添字は関数の下添字に
対応している． 
33233 //2 ytttzx FBkuB ， 
33233 //2 xtttzy FBkvB ， 
32
2
12133 /////2 FBkBkBBwB tttzttt ， 
233 2/ BFT zt                            (2.2.5) 
式(2.2.5)をｚ方向のつりあい式を除く，式(2.2.4)の第 1 式と第 2 式に代入すれば，関数 F3 は自
明で x，y 方向の釣り合い式を満足していることが判る．関数 3F と 3 の基礎微分方程式は，式
(2.2.5)を式(2.2.4)の第 3 式に代入して求められる． 
   1231 /2// BZBFBk ttt ， 
03                                    (2.2.6) 
以上のことより，物体力 Z に対応する関数 3F と 3 は，Navier の式を満足するので変位関数と
定義できる．さらにこの式で下添字 3 を 1 および 2 と順次循環すれば，それに伴う他の変位関数
1F ， 1， 2F ， 2 が順次求められ，各物体力 X，Y，Z に呼応する変位関数の基礎式をベクトル表
示すれば次のようになる． 
121 /2// BBBk ttt ΒF ， 
0θ                                             (2.2.7) 
ここで， kjiF 321 FFF ， kjiθ 321 ， kjiB ZYX ， 





12113 ////2 FBkBkBBuB tttxttt ， 
   11213 //2 xttxy FBtkvB ， 
   11213 //2 yttxz FBtkwB ， 
211 2/ BFT xt                             (2.2.8) 




12123 ////2 FBkBkBBvB tttyttt ， 
   22223 //2 yttzy FBtkwB ， 
222 2/ BFT yt                             (2.2.9) 
 同様に，熱源量 Q に対する変位関数 F4 の基礎式を式(2.2.10)に，また関数 F4 と変位や温度と
の関係式を式(2.2.11)に示す． 
kBQBFBk ttt 1341 /2//                                     (2.2.10) 
44432 xxt FuB ， 
44432 yyt FvB ， 
44432 zzt FwB ， 
3414 2/ BFBT                                                   (2.2.11) 




(2.2.6)中の(∂ t/κ－Δ)の項が縮退する．最終的に関数 F は非連成時の Galerkin-vector と
Boussinesq の変位関数に帰着する． 
12 /2 BB BF  ， 0θ                                  (2.2.12)  
また関数 F４に注目すれば，ΔΔの項が更に縮退するので，周知の熱伝導式と一致する． 































kQTkwvu tzyxt //          (2.2.14) 
この式から誘導される関数で縮退する項 tB 23 を削除すれば，式（2.2.7）と同様にして





3 // ， 
023 θtB              (2.2.15) 
ここで， kjiF 321 FFF ， kjiθ 321 ， kjiB ZYX ， 
 変位と変位関数 iF ， i  (i=1,3)との関係をまとめると次のようになる． 
1
222
21 / FkBBu xttttx  
222 / ztttyx FkB 332 / ytttzx FkB ， 
112 / ytttyx FkBv  
2
222
21 / FkBB ytttty 332 / xtttzy FkB ， 
112 / ytttzx FkBw  
222 / xtttzy FkB 3
222
21 / FkBB zttttz ，  
321
2
3 FFFBT zyxtt                     (2.2.16) 
 この式で慣性項 t2 を無視すれば，式(2.2.15)は式(2.2.7)に帰着する． 
 また温度場と応力場が非連成，すなわち 0 のとき，式 (2.2.15)と式 (2.2.16)で演算子
)/( kt がさらに縮退するので，最終的に式(2.2.15)は周知の波動方程式に帰着する． 
□1□2 F=－B， 
□2θ= 0                             (2.2.17) 









図-2.2.2 に示されるバネ要素とダッシュポット要素が並列に結合される単純 Voigt 型モデルで
表現される 3 次元弾性体の Navier のつり合い式は式（2.2.4）と相似した形で次のように与えら
れる． 





   02222 XwBBvBB zxtyxt  






022 YwBB zyt  
vBBuBB zytzxt 2222  
022233
2
11 ZwBBBB tyxtzt                （2.2.18） 
 ここで， 21B ， 2B ， 3B ， 上添字（ ）は粘性効果を示す指標 
 ２．２．１項および２．２．２項と同様にｚ方向の変位関数に着目して議論を展開する．こ
れらの式を満足する関数 F3 を導入し，この関数と変位との関係式を次のように置く． 
3
2
33223 FBBBBu tttzx ， 
3
2





33113 FBBBBBBw tttztt           （2.2.19) 















3223 FBBu tzx ， 
3223 FBBv tzy ， 
3
22
33113 FBBBBw tztt                   (2.2.21) 








33 ttBB                                                 (2.2.22) 
 関数 3 と変位との関係式は次のように示される． 
33 yu ， 33 xv ， 03w                         (3.2.23) 
物体力 Z に伴う関数 F3とθ3 は Navier の式を満たすので変位関数となる．そこで，各変位 u，
v，w はこれらの和として得られる． 
33 uuu  
33 vvv  
33 www                                 (2.2.24) 
変数 x，y，z を循環させることで，変位関数 F3，θ3 に相当する変位関数 F1，F2，およびθ1，
θ2 がそれぞれ導かれる． 
これらをベクトル表示すると，つぎのようにまとめられる． 





0233 θttBB                          (2.2.25) 





BFtt BBBB 331 ， 
033 θtBB                             (2.2.26)     





023 θtB                              (2.2.27)     





□2θ = 0  
3) 加速度項および粘性項を無視する場合 
BF31BB  
03 θB                               (2.2.28) 
変位関数 F とθは通常の Galerkin-vector と Boussinesq の関数と一致する． 
 














023 θt                               (2.2.29) 
ここで， kkt












21 Fu tx 222 zyx F 332 yzx F ， 
112 zyx Fv 2
22
21 Fty 332 xzy F ， 
112 yzx Fw 222 xzy F 3
22



























322 ZpwBBBvBuB zzyxzyzx  
QpCwvu zyxt           （2.2.31） 
ここで， wkC / ， w ；水の単位質量 
     Q；湧出量， p ；間隙水圧， k ；透水係数  
 関数 F3，θ3 の基礎微分方程式は以下のように得られる． 
   131 /2/ BZFBC t ， 
          03                          （2.2.32） 
添字 3 を 1，2 と循環すれば，物体力 X および Y に対応する変位関数が順次求められる． 
式(2.2.31)を満足する関数 3F ， 3 と変位および間隙水圧との関係式は，式(2.2.5)および(2.2.6)と同
様にして誘導され，次のようになる． 
332332 ytzx FCBuB ， 
332332 xtzy FCBvB  
32
2
1332 FCBCBwB tzt ， 
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２．２．５ 2 次元弾性体の変位関数 
 
 ２．２．２項で得られた変位関数を，非連成時を対象とする 2 次元弾性体に変換する場合，3
次元弾性体の Hooke の法則を平面ひずみや平面応力状態で表現する．これらの状態にいたる過
程では次のような条件が課せられる． 
   平面ひずみ： 0z ， 0xz ， 0yz  
   平面応力 ： 0z ， 0xz ， 0yz                     (2.2.34) 
本論文では平面応力に限定して議論を進める．式(2.2.34)を式(2.2.3)に課すと，応力σx は次の
ようになる． 
   222/22/4 Ttyxx  
131323123 /2/2/4 BTBBBBBBBB tyx                  (2.2.35) 
   ここで，λ，μ；ラメの定数， 21B ， 2B ， 3B  
 同様にして，応力 y ， xy も求められる． 
131231323 /2/4/2 BTBBBBBBBB tyxy  
   xyxy B3                                                                (2.2.36) 
 式(2.2.35)，および(2.2.36)を応力のつりあい式(2.2.1)に代入することにより，2 次元問題での変
位で表された Navier の式が得られる． 









331323 BTBYvBBBBuBBBBB yttyxyx   (2.2.37) 
 この式に関数 1 を導入し，変位との関係式を次のように置く． 




313 /42 tyx BBBBuB ， 
13132313 /22 yxBBBBBvB                         (2.2.38) 





132 /2////4 BTBXBBBBB xttt              (2.2.39) 







132 /2////4 BTBYBBBBB yttt                (2.2.40) 





323 /42 tyx BBBBvB                        (2.2.41) 
 x，y 方向の u と v はこれらの和で示される． 
23133 222 uBuBuB ， 
23133 222 vBvBvB                              (2.2.42) 





 ２．２節で得られた非連成時の式(2.2.12)の物体力 B を考慮した変位関数 F から，厚板理論を
誘導する．説明を簡単にするために，ｚ方向に関する変位関数 F３を取り上げる．変位関数の基
礎式は次のように示される． 
   123 /2 BZBF  
    03                                   (2.3.1) 
ここで， 222 zyx ，
222 / xx ， 22
2 / yy ，
222 / zz ， 
 2B ， 21B ， ， ；ラメの定数 
 
内部に熱供給限のない定常状態の温度分布式(2.2.13)は次のようになる． 
   0T                                   (2.3.2) 
 
 Duhamel の類似によれば温度の勾配は物体力に置換できるので，版厚方向（z 方向）に温度が
変化する場合，物体力も同様に版厚方向に変化する．後述する多層版の展開を見込めば，版厚方
向の温度分布を高々ｚの 1 次関数と想定しても一般性を失うことはないと考えられる．板の上面
温度 Tu と下面温度 Tl が異なる熱負荷を受ける場合，版厚方向の温度分布は熱伝導式を解くこと
で得られる．  
 温度 T を Fourier 級数で展開すれば，次の式で表される． 
   
m n
nm yxTT sinsin                               (2.3.3) 
ここで，上添字( s )は Fourier 係数を表す． 
amm / ， bmn / ，
  
a ，b ； x および y 方向のスパン 
m，n；x，y 方向の Fourier 級数の項数 
 式(2.3.3)を式(2.3.2)に代入すれば，ｚ方向の温度分布に関する式が求められる． 
   
m n
nm yxzshDzchDT sinsin21                           (2.3.4) 
ここで， 222 nm  ， zzch cosh ， zzsh sinh  
 式(2.3.4)を式(2.3.2)に代入し，上下面の温度条件より積分定数 D1 と D2 を決定すれば，温度分
布は次のように示される． 
m n
nmba yxshzshTchzchTT sinsin//                   (2.3.5) 
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ここで， 2/ula TTT ， 2/ulb TTT ， 
     coshch ， sinhsh ， 2/h  
版厚 h がスパン a に比べて小さい場合，双曲線関数を漸近展開すると次式が得られる． 
 
m n
nmpm yxTzTT sinsin                          (2.3.6) 
ここで， hTT bm /  ， 2/ap TT ， 2/1
2ch ， 6/3sh  
従って版厚方向の温度分布は式(2.3.6)のように z の 1 次関数で近似できる．そこで式(2.3.1)の
物体力 Z を次のように版厚方向に線形分布すると仮定する． 
zZ BzAZ                                               (2.3.7) 





ば次のように示される．なお上添字 p は特解を意味する． 
m n
nmZZ











ここで zA ， ZB ； ZA ， ZB の Fourier 係数， ：Poisson 比 





   
m n
nmZm









   
m n
nmZn
p yxAv cossin1/2 43 ， 
m n
nmZZ





p yxBzAu sincos1/1212 421 ， 
m n
nmxxnm
p yxBzAv cossin1/2 41 , 
m n
nmxm
p yxAw sinsin1/2 41                  (2.3.10) 
   
m n
nmyynm
p yxBzAu sincos1/2 42 ， 
   
m n
nmnyyb
p yxBzAv cossin1/1212 422  
m n
nmyn
p yxAw sinsin1/2 42                  (2.3.11) 
ここで， 22 / nb ,
22 / ma  
独立な物体力Ｘ，Ｙ，Ｚが同時に作用する場合の特解による変位はこれらの和として与えら
れる． 
   pppp uuuu 321 2222 ， 
   pppp vvvv 321 2222 ， 








x BzABzA /121  
34 /1/1 mpmtmZa TzTA yx nmm sinsin1/
43
， 




y BzABzA 21/1  






Z BzABzA /  
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                    (2.3.13) 
 
ｂ）同次解 




h                                    (2.3.14) 
 関数 hF3 と
h
3 の三角級数の表示は，温度分布の算出と同様にして得られる． 
   
m n
nm
h yxzzshCzzchCzshCzchCF sinsin43213 ， 
m n
nm
h yxzshCzchC coscos653                               (2.3.15) 
ここで，C1～C6は境界条件から定まる積分定数，上添字 h は同次解を意味する． 
式(2.3.15)を式(2.2.5)に代入すると，x，y および z 方向の変位 hu ， hv ， hw が求められる． 
   
m n
h zshzzchCzchzzshCzchCzshCu 43212  
           yxzshCzchC nmmmn sincos/65 ， 
   
m n
h zshzzchCzchzzshCzchCzshCv 43212  
           yxzshCzchC nmnnm cossin/65 ， 
   
m n
h zshzzchCzshCzchCw 2122 321  
              yxzchzzshC nm sinsin212
2
4            (2.3.16) 
 同様にして，応力は式(2.3.16)を Hooke の法則に代入することで得られる． 
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x zchzzshCzchCzshC 21321  
   zshzzchC a214 yxzshCzchC nmmmn sinsin/
2
65 ， 




y zchzzshCzchCzshC 21321  
   zshzzchC b214 yxzshCzchC nmnnm sinsin/
2
65 ， 
   
m n
h




   
m n
h




   
m n
h




   
m n
h
yz zchzzshCzshzzchCzshCzchC 22 4321  
yxzchCzshC nmnnm cossin2/
2
65            (2.3.17) 
 
ｃ） 一般解 
 変位関数 F の一般解は特解と同次解との和で表されることより，変位については以下のよう
に示される． 
   hp uuu 222  
    ＝
m n
mnyyxxa BzABzA /21  
     zchzzshCzchCzshCA mmz 321
5 1//  
     yxzshCzchCzshzzchC nmmmn sincos/654 ， 
   hp vvv 222  
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     zchzzshCzchCzshC 321  
     yxzshCzchCzshzzchC nmnnm cossin/654 ， 
   hp www 222  
    ＝ 1/12/// 4
m n
zznymx BzAAA  
     zshzzchCzshCzchC 212321  
        yxzchzzshC nm sinsin212
2






   ＝ mnyy
m n
axxa BzABzA /121  
     1//1/1 534 mmpmtmza TzTA  
     zchzzshCzchCzshC a21321  





bnmxxby BzABzA 21/1  
     yTzTA nnnpmtnzb sin1//1/1
534  
     zchzzshCzchCzshC b21321  





yynxxmz BzABzA /  
1/1/2 44pmtz TzTA    





   
m n
mxxaxy BzA /11  
      1//11 4znyyb ABzA  
      zshzzchCzchzzshCzchCzshC 4321  
      yxzshCzchC nmnmnmnm coscos/
22
65 ， 
   
m n
nymxaxz AA
2//1/1 1/1 4zz BzA  
      zchzzshCzshzzchCzshCzchC 22 4321  
      yxzchCzshC nmmmn sincos2/
2
65 ， 
   
m n
nxbmxyz AA /1/1/
2 1/1 4zz BzA  
      zchzzshCzshzzchCzshCzchC 22 4321  
          yxzchCzshC nmnnm cossin2/
2
65                  (2.3.19) 
 次に版の上下面における境界条件は以下のように与えられる． 
   2/hz ： uz p ， xuxz t ， yuyz t  
   2/hz ： lz p ， xlxz t ， ylyz t                                   (2.3.20) 
 







   shDtnpC mm
3
1 2/2 chDcttt mypnxpm
42/21  
shDtnS mzm 2/2 chDctSS mbypaxp 2/21// ， 
   chDctpC pp
3
2 2/2 shDtntt pymnxmm
42/21  
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chDctS pzp 2/2 shDtnSS pbymaxm 2/21// ， 
   shDttchDpC pymnxmmpp
43
3 2/2/ shDSSchDS pbymaxmpzp 2///2/ ， 
   chDttshDpC mypnxpmmm
43
4 2/2/ chDSSshDS mbypaxpmzm 2///2/ ， 
   shSSshttC nmymxmymmxmn //
3
5  
   chSSchttC nmypxpypmxpn //
3
6                       (2.3.21) 
ここで， chshtn / ， shchct / ， 
1cttnDp ， 1tnctDm ， 
ulp ppp ， ulm ppp ， xuxlxp ttt ， xuxlxm ttt ， 
yuylyp ttt ， yuylym ttt ， 
xuxlxp SSS ， xuxlxm SSS ， yuylyp SSS ， yuylyp SSS ， 
zuzlzp SSS ， zuzlzp SSS ， 
     1/2/1//1/1
42
zznymxaxl BhAAAS  
1/2/1//1/1 42 zznymxaxu BhAAAS  
1/2/1/1/1/ 42 zznybmxyl BhAAAS  
1/2/1/1/1/ 42 zznybmxyu BhAAAS  
1//2/2/2/ 4zyynxxmzl ABhABhAS  
        1/2/1
3
pmt ThT  
1//2/2/2/ 4zyynxxmzu ABhABhAS     




  2/hz ： uuu ， uvv ， uww  


























































6             (2.3.23) 
 ここで， 
     ulp uuU 2 ， ulp vvV 2 ， ulp wwW 2 ， 
     ulm uuU 2 ， ulm vvV 2 ， ulm wwW 2 ， 




p ABBB ， 
1/22/2/121 5mmynxa
u
m hAhAB ， 




p ABBB ， 
1/22/2/121 5nnxmyb
v
m hAhAB ， 
1/212/// 4zynxm
w
p BAAB ， 
1/22/12 4z
w
m hAB ， 


























 以上の 2 点のひび割れ問題のうち，①の材料的なものは養生や膨張剤の使用によってすでに抑
制されていることから本研究では対象としない．よって，②の問題を考慮して床版の最適厚さを
検討する． 
 計算に用いたモデルを図-2.4.1 に示す．計算モデルは全周単純支持版で，支間長 L=3.0m に対
して床版長さを 4 倍の 12.0m とし，道路橋示方書に示される 1 方向版を想定する．連続版の計
算は，単純支持の長辺を固定支持として近似するものとした．床版厚さは道路橋示方書に規定さ
れている単純版の厚さの算定式(4L+11)に割り増しを考慮した 290mm で，その上に 80mm のアス
ファルト舗装を敷設した．輪荷重値 P=100kN に衝撃係数 i を考慮して P(1+i)を採用する．使用















































































































































計算結果による曲げ引張応力σbt とコンクリート材料の固有値である曲げ引張強度 fbk から得ら
れる大小関係を，計算条件の床版厚さと支間長で示したものを図-2.4.4 に示す．図ではコンクリ
ートの設計基準強度 f’ck＝24N/mm2 の場合の結果を示しており，曲げ引張応力σbt が曲げ引張強
度 fbk を上回る場合には初期ひび割れ発生の危険があるとして×印を，曲げ引張強度の方が上回
図の凡例 
○：σbt < fbk(曲げひび割れが生じない) 
×：σbt > fbk(曲げひび割れが発生する) 
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る場合には○印で表現している．図中には道路橋示方書の床版厚さの算定式である単純版の




図-2.4.5 はコンクリートの設計基準強度 f’ck＝30N/mm2 の場合の結果を示しており，図-2.4.5 (a) 
によると単純版で大型車交通量を考慮すれば，現行の道路橋示方書による最小版厚は曲げ引張応





ａ）支間長 5.0m での試算 
図-2.4.6 (a)は支間 5m の単純版における床版厚さと橋軸直角方向の上下縁応力の計算結果であ
る．荷重の載荷条件は鉄筋コンクリート系床版と同様に，橋軸直角方向に可能な範囲で最大個数
配置する条件とした．計算に用いたコンクリートの設計基準強度は f’ck=50 N/mm2 で，曲げ引張













なるには最小版厚が 24cm と決定される．  
次に，連続版の計算例を以下に示す．図-2.4.7 は支間長 5m における床版厚と床版上下縁に生
じる橋軸直角方向の曲げ応力の変化を示している．単純版と同様に床版厚が薄くなる程，引張応
力は大きくなっている．床版をフルプレストレス状態にする時の上縁の圧縮応力(○印)は床版厚
17cm で約 16N/mm2 に，床版厚 22cm で 10N/mm2 と得られる．さらに許容圧縮強度を f'ck/3 に設

















































































ｂ）支間 8.0m での試算 
支間長が 8m での橋軸直角方向の応力の計算結果を図-2.4.8 に示す．例えば版厚が 34cm の床
版をフルプレストレス状態にする時の最大圧縮応力は 16.4N/mm2 となり， ほぼ設計基準強度 f'ck




は 38.7cm となる． 
次に連続版の場合における橋軸直角方向の応力の計算結果を図-2.4.9 に示す．例えば厚さが
22cm の床版をフルプレストレス状態にする時の最大圧縮応力は 16.5N/mm2 となり，f'ck/3 の値を





















































































上縁応力が設計基準強度 f'ck の 1/3 を超えず，かつ③橋軸方向の応力が曲げ引張強度 fbk 以下とな
る床版厚を本論文での最小版厚と定義する．現行の道路橋示方書に規定されている最小版厚 
(4L+11)× 0.9 と，コンクリートの設計基準強度を 50N/mm2 とした場合の本手法による計算値を
図-2.4.10 (a)，(b) に示す．(a) は単純版での比較で，(b)は連続版での結果を表している．図中の
材料係数γc=1.0 は使用限界状態で，γc=1.3 は疲労限界状態として考慮されるパラメータで，最













































































1) Hata, K.：On the three-functions approach, Proc. 5th, Japan Nat, Cong. Appl. Meth. , pp.115-118, 1955. 




























 全周単純支持される版の厚板理論による Navier 解のみで多種多様な境界を持つ実際の構造物
へ適用することは不十分である．例えば版の端辺が自由境界の支持条件となる際に，厚板理論の



















   0yM ， 
   0xyxyy MQV                              (3.1.1) 
 これらの断面力は厚板理論の級数解と薄板理論の級数解との和で表され，次のように示される． 
   
m n
mmmmnmy yshBychAyRM 1sin 1/2 yshyychC mmmm  
         xychyyshD mmmmmm sin1/2
2 ， 
   
m n
mmmmnvy ychByshAyRV 1cos  
          ychyyshC mmmm xyshyychD mmmmmm sin
3    (3.1.2) 
 ここで， 2/h ， 2/byy ， 




        226 /2/ mnnmshchC ， 
   2422 1/112/11 mnxmav hAhR  
        34222 1/112/11 mnymb hAh
32/ mnz hB  
        shchC a11  
        shshchshchshC aa 2
2
4  




   0yN ， 0xyN                                 (3.1.3) 
 軸力 Ny および Nxy は次式で示される． 
   ySN nyy sin 1/21 yshyychKyshJychI mmmmmmmm  
          xychyyshL mmmmmm sin1/2
3 ， 
   ySN nxyxy cos  
      1/31 ychyyshKychJyshI mmmmmmmm  
xyshyychL mmmmmm cos1/3
3            (3.1.4) 
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 ここで， 
     3534 /1//121/1 mnnptybnmxby hTBBS  
          32532 /2/2 mnnmb shCshchCshC  
     /11/11 ynbxmaxy BBS
23 1// mnz hA  
          222532 /2/ mnnmnm shCchCshC  
 




   
shtnvvA pm 12/1/2 ， 
chctvvB mm 12/1/2 ， 
chvvvC mm 12/ ， 
shvvD pm 12/ ， 
shtnssI pm 12/1/2 ， 
chctssJ mm 12/1/2 ， 
chssK mm 12/ ， 
shssL pm 12/                            (3.1.5) 
 ここで， bm ， bRv nv cos ， vRv ， bSs nxy cos ， xySs ， 
     1/3cttnp ， 1/3tnctm  

























コンクリートには呼び強度 45N/mm2，粗骨材の最大寸法 13mm のレディーミクストコンクリー









































     図-3.3.2 実験後の破壊形状 
    図-3.3.3 HV6S の荷重と変位の関係 
 
 実験は 200kN の疲労試験機を用いて供試体中央で低サイクルの繰り返し載荷とした．載荷ス
テップは圧縮側に 160kN 載荷後に，引張り側にも 160kN 載荷した．その後は 200kN まで圧縮，
引張りを繰り返し，引張り破壊しない供試体ではさらに 200kN の載荷を繰り返した．供試体の

























HE8S 〃 1：1 80mm 
HV6S 〃 直角 60mm 













































































































































































長の比は 1：0.4 としている３)．載荷した荷重は道示の T 荷重を着目する主桁上で曲げ応力が最
大となるように幅 500mm の壁式高欄の内側端部から幅員方向にできる限り載荷させる状態とし
ている．なお壁式高欄は解析上考慮せず，舗装による荷重分散も考慮していない．対象とした中
間床版の支間長は L=3.0m から 1.0m ピッチで 6.0m までの 4 段階とした．計算上の主桁の曲げ剛
性は L=3.0m，6.0m では過去の設計例から設定しており，L=4.0m，5,0m ではそれらの値を直線
補間した剛性を用いている．本計算における床版厚さは中間床版の支間長に対する道示式で算出

































































































































































 5.345.325.20 3.65 2.78 1.66
3.42 3.28 2.79 1.98 1.273.38
1.67 1.62 1.65 1.28 0.89
0.01 0.36 0.69 0.72




























間は bm=2.50m で張出し床版の支間 b0=1.10m を加えた全幅員は B=7.20m となり，橋軸方向の長
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始めに変断面床版の計算方法を解説する．x＝0，a の対辺が単純支持，残りの 2 辺 y＝0，b
が自由で，かつ y 方向の版厚が急変する変断面版(図-3.3.12)の解析は，界面及び桁との間で授受
される伝達力や反力に選点法を全面的に適用して計算することもできるが，本研究では計算精度




ルス状の伝達力 Xｉ，Yｉ，Zｉ (i＝1，k)に置き換える． 




④ 伝達力の中心点におけるそれぞれの変位を連続させることにより，桁の反力 Rxj と Rzj を
単位荷重とする伝達力に関する柔性マトリックスからその大きさの比（＝影響係数）を求
めておく． 








実橋を想定した補強床版の計算モデルを図-3.3.13 に示す．床版幅を 2500mm とし，橋軸方向























































    図-3.3.13 補強床版の計算モデル 
 
















計算結果を図-3.3.14 と図-3.3.15 に示す．選点法を用いた支持辺ではそのブロック層数を 10 と
している．図-3.3.14 によれば，下面増厚材料のヤング係数が 1/2 に低下することで，床版中央の

































































































































































1) Hiroshi YOKOYAMA, Mikio SEKIGUCHI, Masakatsu SATO, Toshio HORIKAWA：An experimental 
study on precast slabs with haunches bonded with epoxy adhesive，Third International Conference on 










































 ２．３で示された応力法による厚板理論から誘導される単一版の上下面における x，y および





が防止できる．なお上添字 u．l は上面と下面を意味している． 
 版の上下面での伝達力を図-4.2.1 のようにとれば，上下面の変位 u，v，w は次のように得られ





























uu DZDYDXu 3132 ///2  















ul DZDYDXu 3865 ///2  















uu DZDYDXv 3123 ///2  















ul DZDYDXv 3856 ///2  














uu DZDYDXw 411 //2  














ul DZDYDXw 788 //2  







l           (4.1.1) 
 ここで， 22 / ma ，
22 / nb ， nmc /
2 ， 
     mp DDD /1/1111 ， 
22
2 ///1 mnpm cttnDctDtnD ， 
22
2 ///1 nmpm cttnDctDtnD ， 
cttnDctDtnD pm //13 ， 
mp DctDtnD //14 ， 
22
5 ///1 mnpm cttnDctDtnD ， 
22
5 ///1 nmpm cttnDctDtnD ， 
cttnDctDtnD pm //16 ， 
pm DtnDctD //17 ， 
pm DDD /1/118  
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1cttnDp ， 1tnctDm ， 
zmmzpp
u
u SDSDB /12/1/12/1  
         axmmnpxpmnm ctSDtnSD
2222 //1//1  
         bympypm ctSDtnSD 1/11/1  
         1/2/121 5mxxa BhA  
         1/1/2/ 55 znyy ABhA ， 
zmmzpp
l
u SDSDB /12/1/12/1  
         axmmnpxpmnm ctSDtnSD
2222 //1//1  
         bympypm ctSDtnSD 1/11/1  
         1/2/121 5mxxa BhA  
         1/1/2/ 55 znyy ABhA ， 
zmmzpp
u
v SDSDB /12/1/12/1  
         bymnmpypnmm ctSDtnSD
2222 //1//1  
         axmpxpm ctSDtnSD 1/11/1  
         1/2/121 5nyyb BhA  
         1/1/2/ 55 zmxx ABhA ， 
zmmzpp
l
v SDSDB /12/1/12/1  
        bymnmpypnmm ctSDtnSD
2222 //1//1  
        axmpxpm ctSDtnSD 1/11/1  
        1/2/121 5nyyb BhA  
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        1/1/2/ 55 zmxx ABhA ， 
ctSDtnSDB zmmzpp
u
w /1/1  
        bympypm SDSD 2/1/12/1/1  
        axmpxpm SDSD 2/1/12/1/1  
        1/2/121/ 46 zzynxm BhAAA ， 
ctSDtnSDB zmmzpp
l
w /1/1  
        bympypm SDSD 2/1/12/1/1  
        axmpxpm SDSD 2/1/12/1/1  
        1/2/121/ 46 zzynxm BhAAA  
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 この方法は前述のように Fourier 級数の各項(m，n)ごとに，変位の連続条件式を成立させる方
法である．式(4.1.1)を式(4.1.2)に代入すると，各方向での式が得られる． 
・x 方向 






i DZDYDX  
















i EDDZEDDYEDDX  
























i EBBDZEDYEDX  
・y 方向 






i DZDYDX  
















i EDDZEDDYEDDX  

















































i DZDYDX  


























































































u yxB sincos ， 


















865 ///2     





































123 ///2     













v yxB cossin ， 


















856 ///2     














l yxBv cossin ， 































































i DZDYDXw     



















2  (4.1.4) 
 ここで， knkmknkm
k
x vu sincossinsin16 ， 
knkmknkm
k
y vu cossinsinsin16  
knkmknkm
k
z vu sinsinsinsin16  
Kk ,1  
ku ， kv ：各ブロックの x，y 方向の幅 
k ， k ：各ブロックの x，y 方向の中心位置 
また界面でのブロックの中央点(xj，yj)で成立させる変位の連続条件式は，次のように示され
る． 








 juiji ww ,1,
1                                 (4.1.5) 
 したがって，1 つの界面で分割ブロックの個数が K であるとき，未知の伝達力の層数は 3K と





のために，未知量が n 個のベクトル x の連立方程式が与えられているとする． 
 
   11414313212111 bxaxaxaxaxa nn  
22424323222121 bxaxaxaxaxa nn  
23434333232131 bxaxaxaxaxa nn  
    ・    ・    ・    ・       ・   ・ 
    ・    ・    ・    ・       ・   ・ 
nnnnnnnn bxaxaxaxaxa 44332211                        (4.1.6) 
  
ここで， njiaij ,1, ：柔性マトリックス， nibi ,1 は既知量 
 
例えば，x2 の値が零であるように設定する場合，x2 の対角要素 a22 に大きな数 A を加える．す
ると第 2 式は次のように変形される． 
22424323222121 bxaxaxaxAaxa nn  
 この式の両辺を A で除せば，上式は以下の式に変形されて，数値 A を限りなく無限大に漸近
させれば，最終的には x2 の値は零に近づくことになる． 
AbAxaAxaxAaAxa nn ///1// 22323222121  







































計算対象となる床版は図-4.3.1 に示すとおり，橋軸方向が 5000mm で橋軸直角方向が 2500mm
の単純支持長方形版で，その厚さを 200mm とした．載荷荷重は道路橋示方書に準じて 100kN と
し，接触面の載荷形状は 200×500mm で床版中央に載荷した．健全床版 a)ではアスファルト舗
装 50mm が床版上面に敷設された現状と同様のモデルであり，舗装と床版にはズレがないもの
としている．上面増厚工法の解析モデル b)では，施工時に既設床版上面を 10mm 切削すること
水平ひび割れ
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床版の横せん断応力のピーク値は 0.45N/mm2 程度で床版上面から約 70mm の位置に発生してい
る．ヤング係数比を n=15 とした劣化床版ではピーク値はほぼ同等であるが，その位置は床版上
縁から 65mm と健全床版よりもやや上側にシフトしている．それに対し n=31 の劣化床版では，



























































































材  料 ヤング係数(kN/mm2) ポアソン比 
アスファルト舗装（夏季） 0.05 0.4 
アスファルト舗装（冬季） 2.0 0.4 






























































q1 と側壁部の最大値 q2との比 q1/q2＝α（図-4.3.4(b)）は速度 50km/h で約 0.5 程度になることが
読みとれる．そこで本研究では，走行速度 60km/h では速度 50km/h と同等であると仮定してα60
＝0.5 を採用し，図に示されていない 80km/h では速度向上によりαが大きくなることも想定さ
れるが，本解析ではα80＝0.3 と仮定して解析を進めることとする． 
 また，床版各部に発生する応力は輪荷重直下が最大となる局部現象であるため，連行する荷重
の影響は無視して作用荷重にはダブルタイヤ 1 組のみを考慮する． 
 
解析モデルを図-4.3.5 に，計算に用いた物性値を表-5.3.2 に示す．モデルは全周単純支持版（辺












舗装と床版が k 個の接合点で変位が連続しているとすれば伝達力に関する 3×k 元の連立方程
式が得られる．この式を解いて伝達力を求め，その値を各層の上下面の表面力として厚板理論を
適用すれば各層のたわみと応力が求められる．なお，本研究では計算の都合上，平面形状での中
央線で分割される 1/4 部分を抽出し，はく離領域を橋軸方向 50mm，橋軸直角方向を 100mm の







係数は，乾燥路面のものが 0.7～0.8 の範囲で，湿潤路面では 0.5～0.6 の範囲が一般的６）なよう
















度を v=60km/h として減速した場合の値は 0.425～0.481 の範囲にある．なお，摩擦係数が 20km/h
を下回る範囲で逆転しているが，これは減速距離の影響によるものと想定される． 
本研究で対象とする係数は乾燥路面の最大値として想定される 0.8 に加え，一般道での通常の












減速速度 v  (km/h) 50 40 30 20 0
減速距離 (m) 9 18 25 28 32
















っているが，一般道レベルの v=60km/h の係数 0.5 でも規格値を超過していることは，特殊な環
境下のみで生じるのではなく，通常の供用レベルでも起こり得ることを示唆している． 














  表-4.3.4 制動力作用時の舗装と床版界面の応力比較 
(a) 橋軸方向のコンクリート応力 
②/① ③/① ②/① ③/①
0.05 1.15 1.15 1.19 1.22 1.03 1.06 1.14 1.2 1.22 1.05 1.06
0.1 1.14 1.14 1.19 1.22 1.04 1.07 1.14 1.19 1.22 1.04 1.07
0.2 1.14 1.14 1.19 1.22 1.04 1.07 1.14 1.19 1.22 1.04 1.07
0.5 1.13 1.13 1.17 1.2 1.04 1.06 1.13 1.17 1.2 1.04 1.06
1 1.1 1.1 1.15 1.18 1.05 1.07 1.1 1.15 1.18 1.05 1.07
1.5 1.08 1.08 1.13 1.15 1.05 1.06 1.08 1.13 1.15 1.05 1.06
Ea 2 1.06 1.06 1.11 1.13 1.05 1.07 1.06 1.11 1.13 1.05 1.07







速度 v  (km/h)
摩擦係数　μ ②  0.5 ③  0.8
0 60 80




②/① ③/① ②/① ③/①
0.05 -0.291 -0.247 -0.351 -0.414 1.42 1.68 -0.213 -0.318 -0.38 1.49 1.78
0.1 -0.291 -0.246 -0.351 -0.413 1.43 1.68 -0.213 -0.317 -0.38 1.49 1.78
0.2 -0.291 -0.246 -0.35 -0.413 1.42 1.68 -0.213 -0.317 -0.379 1.49 1.78
0.5 -0.29 -0.246 -0.349 -0.411 1.42 1.67 -0.212 -0.316 -0.378 1.48 1.78
1 -0.288 -0.244 -0.347 -0.408 1.42 1.67 -0.212 -0.314 -0.375 1.48 1.77
1.5 -0.287 -0.243 -0.344 -0.405 1.42 1.67 -0.211 -0.312 -0.372 1.48 1.76
Ea 2 -0.286 -0.243 -0.342 -0.402 1.41 1.65 -0.21 -0.31 -0.37 1.48 1.76






③  0.8 倍率
0
③  0.8 倍率 ②  0.5②  0.5　①　00 　①　00
σz  　(N/mm2)
速度 v  (km/h) 60 80
摩擦係数　μ 0
(c) 界面の付着せん断応力 
②/① ③/① ②/① ③/①
0.05 0.163 0.144 0.249 0.312 1.73 2.17 0.129 0.235 0.298 1.82 2.31
0.1 0.163 0.144 0.249 0.312 1.73 2.17 0.13 0.235 0.298 1.81 2.29
0.2 0.163 0.144 0.249 0.312 1.73 2.17 0.13 0.235 0.297 1.81 2.28
0.5 0.165 0.146 0.249 0.311 1.7 2.13 0.131 0.235 0.297 1.79 2.27
1 0.167 0.148 0.249 0.31 1.68 2.09 0.134 0.235 0.295 1.75 2.2
1.5 0.169 0.15 0.249 0.309 1.66 2.06 0.136 0.235 0.294 1.73 2.16
Ea 2 0.171 0.152 0.249 0.307 1.64 2.02 0.138 0.235 0.293 1.7 2.12
(kN/mm2) 2.5 0.173 0.154 0.249 0.306 1.62 1.99 0.14 0.235 0.292 1.68 2.09
τyz 　(N/mm2)











②/① ③/① ②/① ③/①
450 0.171 0.152 0.249 0.308 1.64 2.05 0.138 0.235 0.294 1.73 2.75
650 0.171 0.152 0.249 0.307 1.64 2.05 0.138 0.235 0.293 1.73 2.75
850 0.171 0.152 0.249 0.307 1.64 2.05 0.138 0.235 0.293 1.73 2.75
1050 0.171 0.152 0.249 0.307 1.64 2.05 0.138 0.235 0.293 1.73 2.75
1250 0.171 0.152 0.249 0.307 1.64 2.05 0.138 0.235 0.293 1.73 2.75
倍率③  0.8③  0.8 ②  0.5倍率
60





































xux 2/1                        (4.3.1) 
ここに，u(x)：x における変位，N：形状関数，u ：接点変位 






































（ソリッドモデル節点数 8，分割数 x:y:z=15:23:6） 
 
表-4.3.6 各計算手法によるたわみの比較 
計算手法 厚板理論 選点法 FEM 































































































































































時間で可能であり 1 箇所の計測が数分で終了することが挙げられる． 



















便な計算手法である．表-4.3.7 は計算に用いた物性値で RC 床版のヤング係数は竣功時の
Ec=25kN/mm2 と鉄筋コンクリートの計算に用いる引張無視の状態を表現する n=15，劣化がさら
に進展した状態の n=31 も考慮した．床版補強の上面増厚補強は補強鉄筋を配置するタイプで





H (㎜) E（N/㎜2） ν
アスファルト舗装 50.0 500 0.40 夏季
RC床版(n=8) 200.0 25,000 0.17 竣工時
RC床版(n=15) 200.0 13,720 0.20 全断面有効時
RC床版(n=31) 200.0 6,461 0.20 引張り無視時
鋼板接着 4.5 200,000 0.30
上面増厚（SFRC) 100.0 35,000 0.17
材料 備考
 
   
表-4.3.8 IIS の測定値と静的換算荷重によるたわみ 
荷重(kN) たわみ(㎜)
A1 鋼板+増厚 5870 54.278 0.0466 0.0429 2.275 0.0977
A2 鋼板+増厚 6125 55.503 0.0526 0.0474 2.275 0.1078
A3 鋼板+増厚 6125 50.880 0.0479 0.0471 2.275 0.1071
A4L 鋼板+増厚 5850 50.997 0.0287 0.0281 2.275 0.0640
A4 鋼板+増厚 5850 51.626 0.0383 0.0371 2.275 0.0844
A4R 鋼板+増厚 5850 50.697 0.0469 0.0463 2.275 0.1052
A6L 鋼板+増厚 5100 53.748 0.0388 0.0361 2.275 0.0821
A6 鋼板+増厚 5100 50.328 0.0426 0.0423 2.275 0.0962
A6R 鋼板+増厚 5100 50.508 0.0435 0.0431 2.275 0.0980




















 IIS法は 100kgの重錘を 740～760mmの高さから自由落下させる衝撃荷重載荷システムであり，
直径 300mm の載荷板を用いている．重錘落下でのロードセルで検出される値はパネル A1 で





を用いた載荷試験の結果から得られた換算弾性係数 n=31 を用いて，IIS によるたわみの値から
- 83 -
荷重を求め静的荷重の基準値である 50kN に換算して評価する． 表-4.3.8 に IIS による計測たわ
みと静的換算たわみの計算結果を示す．この時の換算荷重は 21.937kN で基準値である 50kN と
の比はα=2.275 となった． 
 
   α= 
 
次にヤング係数を変化させた計算結果と静的換算たわみを比較することで健全性を評価する．
表-4.3.9 は中央載荷の場合の比較を示したもので，載荷試験の結果を静的 50kN 載荷に換算した
たわみは劣化が進展していると想定される n=31 の付着が無い計算結果よりも小さくなっている．










付着あり 付着あり 付着無し 付着あり 付着無し
A1 5,870 0.0556 0.0711 0.1001 0.1029 0.1817 0.0977
A2 0.1078
A3 0.1071
A4 5,850 0.0557 0.0713 0.1004 0.1030 0.1819 0.0844











載荷試験と同じ支持条件での理論計算 50kN 載荷でのたわみ 






10tonf (98kN)でその際の重錘落下高さは 1510mm である．たわみの計測は前述の IIS と同様に写
真-4.3.4 に示す速度センサを載荷点と支持桁上に配置して波形データを取得した． 
対象橋梁の断面は図-4.3.16 に示すように 3 主桁の合成桁の中間に縦桁が増設されており，主






















図-4.3.15 FWD 試験装置の載荷機構 
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るため図-4.3.18 に示すようにモデル化した．舗装を含めた 2 層版とし，版の周辺は単純支持で
中央の主桁と縦桁はその断面形状として幅と高さ，および剛性を考慮し，上フランジの変形は考
慮しない．ただし，本橋では床版の一部に鋼板接着工法による補強が実施されており，その部分
の載荷試験の評価では 3 層版として解析している．解析に用いた物性値は表-4.3.10 のとおりで
ある． 
 








































)/()( 00 WWWWD c                          (4.3.2) 
 
ここに，Dδ：たわみ劣化度（Dδ＝1.0 で使用限界に到達，Dδ>1.0 で使用限界を超え対策必要） 
W：実測活荷重たわみ(mm) 
     W0：コンクリートの全断面を有効と仮定した理論たわみ(mm) 
     Wc：引張側コンクリート無視の状態での理論たわみ(mm) 
 




 計算結果によれば，第 6 径間でたわみ劣化度が使用限界の指標となる 1 を超過しているが，他
は下回っており，健全な状態を維持していると評価できる．鋼板接着が施されている第 8，15(2)
径間では，計算結果が零を下回っていることから補強効果ならびにそれが維持されていることが






































W Wo Wc Dδ
第6径間 FWD 無補強 0.133 0.077 0.121 1.27
第7径間(1) 静載荷 無補強 0.080 0.130 0.202 <0
〃 FWD 無補強 0.080 0.097 0.149 <0
第7径間(2) FWD 無補強 0.133 0.113 0.174 0.33
第8径間 FWD 鋼板接着 0.071 0.091 0.124 <0
第10径間(1) FWD 無補強 0.095 0.100 0.152 <0
第10径間(2) 静載荷 無補強 0.100 0.107 0.172 <0
〃 FWD 無補強 0.088 0.088 0.138 0.00
第10径間(3) FWD 無補強 0.081 0.067 0.104 0.38
第12径間 FWD 無補強 0.092 0.113 0.173 <0
第13径間 静載荷 無補強 0.153 0.132 0.205 0.29
〃 FWD 無補強 0.112 0.096 0.146 0.32
第15径間(1) FWD 無補強 0.102 0.100 0.153 0.04
第15径間(2) FWD 鋼板接着 0.065 0.073 0.101 <0
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 第五章 混合型境界辺を有する版の解析 
 
 


















































































































































4   
xyyshDyychCyshBychA mmmm
m
mmmmmmm sin)(  
    yxxshHxxchGxshFxchE nnnn
n
nnnnnnn sin)(          (5.2.3) 
 
ここで，a：x 方向のスパン，b：y 方向のスパン 
    amm / ， bnn / ， 
D：版剛性， 222 nm ， 


















       図-5.2.2 計算モデル 


















    qmn：荷重の Fourier 係数 
    Am～Dm，En～Hn：x=0,a，y=0,b の境界条件から決定される未定定数 
 
x＝0，a での固定条件 w＝0 とθx＝0，および y＝0，b での固定条件 w＝0 とθy＝0 を同時に















本研究では桁 1～桁 4 の反力分布に関して選点法を組み合わせて，以下の手順で任意荷重下で
の全周固定版の解析を進める． 
















示す L 個の矩形状選点ブロック R1k(k=1，L)に置き換える．級数の発散を防止するために
桁反力を幅方向に分布させ，その形状を一様とする． 
② 桁 i ( i=1，4)における各選点ブロックの中央位置 x=ξj (j=1，L)で①から得られる各反力に
















w (qa 4/D ) Mx (qa 2) My (qa 2)
Timoshenko 0.00126 0.0231 0.0231
本解法 0.00128 0.0255 0.0231











荷重は等分布満載で正方形版の辺長を a とし，版厚は a /10，ダミー桁が版と接する幅を a/100




























































Wu 0.0443 0.0443 0.0460 1.00 1.04
Wl 0.0443 0.0443 0.0460 1.00 1.04
σ x u /q=σ ｙ u /q -28.68 -28.73 -29.00 1.00 1.01
σ x l /q=σ ｙ l /q 28.68 28.73 28.90 1.00 1.01
Wu 0.0323 0.0321 0.0313 0.99 0.97
Wl 0.0323 0.0321 0.0313 0.99 0.97
σ x u /q -21.00 -20.80 -20.37 0.99 0.97
σ x l /q 21.00 20.80 20.27 0.99 0.97
σ ｙ u /q -24.30 -24.34 -23.67 1.00 0.97
σ ｙ l /q 24.30 24.34 23.47 1.00 0.97
Wu 0.0155 0.0151 0.0159 0.97 1.03
Wl 0.0155 0.0151 0.0158 0.97 1.02
σ x u /q=σ ｙ u /q -14.40 -14.23 -14.40 0.99 1.00
σ x l /q=σ ｙ l /q 14.40 14.23 14.25 0.99 0.99
Wu 0.0213 0.0201 0.0211 0.94 0.99
Wl 0.0213 0.0201 0.0211 0.94 0.99
σ x u /q=σ ｙ u /q -17.64 -17.14 -17.41 0.97 0.99
σ x l /q=σ ｙ l /q 17.64 17.14 17.26 0.97 0.98
Wu 0.0138 0.0134 0.0142 0.97 1.03
Wl 0.0138 0.0134 0.0141 0.97 1.02
σ x u /q=σ ｙ u /q -13.74 -13.52 -13.80 0.98 1.00
σ x l /q=σ ｙ l /q 13.74 13.52 13.65 0.98 0.99
支持条件
⑤
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(c) 直応力σyu/q 


















表-5.3.2 相対 2 辺自由，2 辺部分固定版での比較 
倉田の解　 薄板の解　 混合法の解　
A B C
Wu 0.1430 0.1424 0.1443 1.00 1.01
W l 0.1430 0.1424 0.1442 1.00 1.01
σ x u /q -73.50 -73.28 -73.62 1.00 1.00
σ x l /q 73.50 73.28 73.54 1.00 1.00
σ y u /q -16.26 -16.32 -16.49 1.00 1.01
σ y l /q 16.26 16.32 16.50 1.00 1.01
Wu 0.0458 0.0442 0.0473 0.97 1.03
W l 0.0458 0.0442 0.0472 0.97 1.03
σ x u /q -33.60 -32.93 -33.84 0.98 1.01
σ x l /q 33.60 32.93 33.60 0.98 1.00
σ y u /q -2.40 -2.83 -2.64 1.18 1.10
σ y l /q 2.40 2.83 2.91 1.18 1.21
Wu 0.0283 0.0270 0.0276 0.95 0.98
W l 0.0283 0.0270 0.0276 0.95 0.98
σ x u /q -24.60 -24.06 -23.82 0.98 0.97
σ x l /q 24.60 24.06 23.73 0.98 0.96
σ y u /q -6.60 -6.59 -7.04 1.00 1.07
σ y l /q 6.60 6.59 7.23 1.00 1.10
C/AB/A照査項目
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(c) 直応力σyu /q 














































計算対象 計算結果 計算対象 計算結果
W u 0.0231 W u 0.0146
W l 0.0231 W l 0.0145
σ x u /q -14.41 σ x u /q -13.55
σ x l /q 14.70 σ x l /q 13.66
σ y u /q -19.84 σ y u /q -12.87
σ y l /q 20.89 σ y l /q 13.69
W u 0.0140 W u 0.0164
W l 0.0139 W l 0.0163
σ x u /q -13.53 σ x u /q -13.70
σ x l /q 13.63 σ x l /q 13.85
σ y u /q -12.74 σ y u /q -15.05
σ y l /q 13.50 σ y l /q 15.85
W u 0.0158 W u 0.0140
W l 0.0157 W l 0.0139
σ x u /q -15.51 σ x u /q -13.53
σ x l /q 15.70 σ x l /q 13.63
σ y u /q -12.94 σ y u /q -12.74
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計測値　a 解析値　b a /c b /c
中央側載荷点直下 0.43 0.45 0.37 1.16 1.22
載荷点の中間部 0.41 0.42 0.35 1.17 1.20
支点側載荷点直下 0.34 0.34 0.30 1.13 1.13
×10-6 -38.0 -52.0 -54.0 0.70 0.96

















ダミー桁 1 は y=100mm，桁 2 は y=2900mm，および桁 3 と 4 はそれぞれに x=100mm と 11900mm
に配置し，各桁のフランジ幅は何れも 100mm に設定している． 
実橋床版で遭遇するのと同等な多層版の諸元を表-5.3.4 にまとめる．載荷荷重は道路橋示方書に
示されている P=100kN を採用し，その形状は実車輌を想定したダブルタイヤとした．載荷パタ
ーンは輪荷重が床版中央に位置する対称載荷の case1 と偏心載荷の case2 とする．比較のために
3 次元有限要素法による結果と本計算結果を掲げ，本計算手法の妥当性を吟味する．なお，有限
要素法は汎用プログラムである MSC Software 社の MSC.Marc７）を使用した．要素は 8 節点の
アイソパラメトリック要素であり分割数は x:y=48:40 で，z 方向は図-5.3.6 に示す舗装 2 層，コン

































































































 図-5.3.7 に版中央に荷重を載荷する case1 における橋軸直角方向のたわみの計算結果を示す．
ピーク値は版中央で発生しており，有限要素法の値が約 0.08mm で本研究の解法による値が約
0.1mm と本解法の値の方が 25%程度大きい値を示している．  
図-5.3.8 は鋼板下面に発生する橋軸直角方向の応力分布を示したもので，case1 の荷重状態を
図-5.3.8(a)，case2 を図-5.3.8(b)にまとめる．版中央に載荷した case1 では分布形状とそのレベル
























































































本解法の計算結果は case1 と case2 でその最大値が 0.33N/mm2 程度と一致しており，最大値の
発生位置もダブルタイヤの両外側の側端となっている．このことから，付着せん断応力は荷重位
置に関係なく載荷位置付近の局所的挙動であることが理解できる．因みに，床版防水を設計する


























































(a)  case1（版中央載荷）       (b)  case2（版中央から 750mm 


























2) M.Kurata：Bending of Simply Supported Rectangular Plates With Clamped Portions Along Arbitrary 
Sections of the Edges，Ing.Arch.，XXVIL.Band，pp.385-416，1960.11. 
3) M.Kurata,H.Okamura：Bending of a Rectanguler Plate with Two Opposite Free Edges and Other Two 
Simply Supported Edges Having Any Clamped Portion,ZAMM 40,pp.310-327,1960. 




荷疲労試験，第 5 回道路橋床版シンポジウム講演論文集，pp.285-290，2006.7. 


























で，ヤング係数 E=1.0，ポアソン比ν=0.3 とした．また，Fourier 級数による項数は変位・応力が
収束値に至る 200 項とした． 
版に作用させる物体力にはその大きさ Z０が床版全域で版厚方向に一様に分布するケースと，
版厚方向に線形分布するケース，すなわち上面で大きさが零，下面での大きさ 2Z０，平均の大き
さが Z０となる傾斜分布の 2 ケースを対象とした．なお，比較のために表面力として等価な荷重
値 Zhq が床版上面に作用する状態の計算も実施する． 












一様分布 ① 線形分布② ①/③ ②/③
w u E/Z 0a
2 4.63 4.63 4.60 1.01 1.01
w l E/Z 0a
2 4.62 4.63 4.59 1.01 1.01
σx
u /Z 0a -2.82 -2.83 -2.84 0.99 1.00
σx
l /Z 0a 2.95 2.95 2.95 1.00 1.00
σy
u /Z 0a -2.82 -2.83 -2.84 0.99 1.00
σy
l /Z 0a 2.95 2.95 2.95 1.00 1.00
σz
u /Z 0a -0.001 0 -0.099 0.01 0.00
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各界面に与える．辺長 a で版厚が等厚でその合計が h/a=0.1 となる正方形版に作用する温度負荷
は，上面温度 Tｕ=0.0℃，下面温度 Tｌ=1.0℃であり，各層の線膨張係数αを 1.0/℃で同一として
いる．なお，ヤング係数は E=1.0 で，ポアソン比は ν=0.3 とした． 
図-6.2.2 は各解析方法によるたわみと応力分布を示したものである．図-6.2.2(a)のたわみ分布
では，薄板理論では平面保持の仮定を考慮しているため版厚方向での変化はないが，厚板理論を




















































































































① ② ③ ④
w u / αΔta 0.958 0.938 0.938 0.941 1.02 1.00 1.00
w l / αΔta 0.958 1.003 1.003 0.983 0.96 1.00 0.98
σx l /EαΔt -0.494 -0.505 -0.497 -0.503 0.98 0.98 1.00















 版形状はこれまでの計算と同じで支間長を a，版厚は h/a=0.1 で，中央に配置した桁の幅を
b=0.2a とした．計算に用いたヤング係数は E=1.0，ポアソン比をν=0.3 とした．温度の設定は上
































































































増厚コンクリートのヤング係数は Ec=14.0kN/mm2 で，ポアソン比はν=0.2 で，アスファルト舗






















































































































































































のモデルで 2.5m とし，橋軸方向はその 2 倍の長さとなる 5.0m とした．支持桁の曲げ剛性は無
限大(EI=∞)として，その幅を 300mm に設定した。水圧の作用条件は図-6.4.2 に示すとおりで，
舗装と床版（上被り 30mm）の一部に水圧を作用させるものとして，ポットホールのような輪荷
重の接地面積よりも小さい範囲を対象とした CASE1 と，輪荷重幅程度の比較的大きな劣化範囲
を設定した CASE2 を設定した． 
計算に用いた物性値は表-6.4.1 の通りで，コンクリート床版のヤング係数はひび割れ状態であ
る n=15 を考慮した等価換算係数 Ec=14.0kN/mm2 に設定し，アスファルト舗装は感温性を考慮し






































































-6.4.3 (a)は CASE1 の水圧を荷重中心部（y=1250mm）の 100×100 の範囲に作用させたもので，
水圧作用端の c+50mm の位置で舗装と床版の界面，床版コンクリート内部の水圧作用下端で横
せん断応力のピークがあり，床版コンクリート内部の値がτyz=0.67N/mm2 で，荷重が作用してい
る端部の値であるτyz=0.47N/mm2 の 1.42 倍と大きな値となっている． 
図-6.4.3(b)は水圧の作用端と荷重端とを合わせた場合の横せん断応力であるがピーク値は



















水圧 作 用範 囲
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図-6.4.5 水圧範囲を下端へ移動した場合    図-6.4.6 荷重と水圧作用位置を支持桁へ
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した CASE3 と輪荷重の大きさよりも辺長を 100mm 大きくした CASE4 モデルで水圧を作用させ


























CASE3  CASE4     CASE3     CASE4 
















































































(a) CASE3 の τyz                      (b) CASE4 の τyz 


































































(a) CASE3 の σz                     (b) CASE4 の σz 



























































 第一章では 3 次元弾性体および厚板理論に係わる既往研究の概要を年代順に調査し，変位関数
に関しては静的問題と動的問題に分け整理した．3 次元問題による厳密解への探求は 1848 年の
L.Kelvin に始まり，その後数多くの研究者に議論されて現在に至っているが，有限要素法の出現









































































































 土木学会の床版委員会では 4 期に亘って参加させて頂き，その中で床版問題に関する多くの情
報を得ることができました．また，床版シンポジウムを通じて貴重な発表の機会も頂きました．


































 非連成時の平面応力問題に限定して議論を進める．式(3.2.35)より応力σx は次のようになる． 
   2/22/22/4 Ttyxx  
1/1/ 2 TEE yx                                         (付.1) 
 ここで， ， ；ラメの定数，E；弾性係数， ；ポアソン比， ；線膨張係数 
 同様にして，応力 y ， xy も求められる． 
1/1/ 2 TEE yxy  
12/xyxyxy EG                                     (付.2) 
 応力のつりあい式(3.2.14)の x 方向について考える．この式の両辺に z を乗じて版の全厚 h に
亘って積分すれば，次のような曲げ問題での x 軸に関するつりあい式が得られる． 
uzdzXzdzhtQMM txpxxyyxx
22/                                  (付.3) 
 ここで， zdzM xx ， zdzM xyxy ， dzQ xzx ， xuxlxp ttt ， 
     ；単位体積当たりの質量 
 なお，積分値は下面(z=h/2)から上面(z=－h/2)までの値である． 
 同様にして，y 軸および z 軸に関するつりあい式が求められる． 
   vzdzYzdzhtQMM typyyyxyx
22/                        (付.4) 
wdzZdzqQQ tmyyxx
2                       (付.5) 
 ここで， dzQ yzy ， yuylyp ttt ， ulm qqq  
 式(付.3)および(付.4)を式(付.5)に代入すると，断面力のつりあい式が得られる． 
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   ZdzzdzYXqhttMMM yxmypyxpxyyxyyxxx 2/2
22  
   wdzvzdzuzdz ttytx
222                         (付.6) 
 一方，版の変位について考える．版厚方向のせん断変形 xz および yz を無視すれば，x および
y 方向の変位 u と v は以下のように得られる． 
   wzuu x0 ， wzvv y0                             (付.7) 
ここで， 0u ， 0v ；中央面(z=0)での x，y 方向の変位 
 式(付.7)から得られるひずみを式(付.1)と(付.2)に代入すれば，応力が求められる． 
   1/1/1/ 222200 TEwwzEE yxyxx ， 
1/1/1/ 222200 TEwwzEE xyxyy ， 
12/212/0 wzEE yxxyxy                       (付.8) 
ここで， 00 uxx ， 00 vyy ， 000 vu xyxy  
曲げモーメント Mx，My および Mxy とたわみ w との関係式は次の通りである． 
   1/22 TzdzEwwDM yxx ， 
   1/22 TzdzEwwDM xyy ， 
wDM yxxy 1                              (付.9)
ここで， 23 112/EhD ；版の曲げ剛性 
 式(付.9)を式(付.6)に代入すると，たわみに関する基礎微分方程式が得られる． 
   whhwD t
22 12/1  
   1/2/ TzdzEZdzzdzYXhttq yxypyxpxm               (付.10) 
ここで， 22 yx  
 また，引張り問題でのつりあい式は次のように示される． 
udzXdztNN txmxyyxx
2                         (付.11) 
 vdzYdztNN tymyyxyx
2                         (付.12) 
ここで， dzN xx ， dzN yy ， dzN xyxy ， xuxlxm ttt ， yuylym ttt  
 式(付.8)より求められる軸力は次のように与えられる． 
   1/1/ 200 TdzEvuEhN yxx ， 
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   1/1/ 200 TdzEuvEhN xyy  
12/00 vuEhN xyxy                          (付.13) 
式(付.13)を式(付.11)および(付.12)に代入すれば，引張り問題での Navier 式が得られる． 
   00
222 1212 vuhH yxtyx  
     xmx tTdzEXdz 21/22 ， 
   0
222
0 2211 vhuH tyxyx  
     ymy tTdzEYdz 21/22                          (付.14) 
 ここで， 21/EhH ；版の伸び剛性 
 式(付.14)を満たす変位を次のように設定する． 
   1
2221
0 221 tyx hu ， 
   1
1
0 1 yxv                               (付.15) 
 式(付.15)を式(付.14)に代入すると，式(付.14)の第2番目の式を自明で満たしていることが判る．
そこで第 1 式を満足するように関数 1 を決定すれば，関数 1 は変位関数となる．この変位関数
の基礎式は， 
   1
2221 tt hhH  
      1/TdzEXdzt xxm                          (付.16) 
 同様にして，変位関数 2 も導入でき，その基礎式は次のように示される． 
   2
2221 tt hhH  
      1/TdzEYdzt yym                         (付.17) 
変位関数 2 に伴う変位は以下のように与えられる． 
   2
2
0 1 yxu ， 
2
2222
0 212 tyx hv                            (付.18) 
 静的問題の場合には上式で慣性項，すなわち 2th に関する項を削除することで得られる．例
えばたわみと変位関数に関するそれぞれの基礎方程式は次のようにまとめられる． 
・曲げ問題 




   1/1 1 TdzEXdztH xxm  
1/1 2 TdzEYdztH yym                      (付.20) 
 
ｂ）薄板理論の級数展開 










 式(付.19)の特解のうち uq のみが作用する場合について述べる．荷重 uq の Fouier 級数の展開は
次のように得られ，他の荷重 xut ， yut 等についても同様である． 
m n
nmmnu yxqq sinsin                           (付.21) 
 ここで， amm / ， bnn / ， a，b；x，y 方向のスパン， mnq は uq の Fourier 係数， 
特解によるたわみ wp を次のような三角級数に仮定する． 
   
m n
nmmn
p yxwDw sinsin                       (付.22) 
式(付.19)に上式を代入して級数項(m，n)に関して調和解析を行えば，係数 wmn いわゆ
る Navier 解の係数が得られる． 
   4/mnmn qw                              (付.23) 
 ここで， 222 nm  




られる．この同次解を wh とすると次のように表される． 
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   xyyshDyychCyshBychADw m
m
mmmmmmmmmm
h sin          (付.24) 
 ここで， yych mm cosh ， yysh mm sinh ， 
     Am～Dm は y 方向端辺の境界条件から決定される積分定数 













x yshyychCyshBychAM 1/21  
                xychyyshD mmmmmm sin1/2
2 ， 




y yshyychCyshBychAM 1/21  
                xychyyshD mmmmmm sin1/2
2 ， 




xy ychyyshCychByshAM 1  
                xyshyychD mmmmmm cos
2 ， 










3                     (付.25) 
 同様にして，引張り問題の同次解は式(付.20)より求められる． 
   
m
mmmmmmmmmmm
h xyyshLyychKyshJychIH sin1       (付.26) 
 ここで，Im～Lm は y 方向端辺の境界条件から決定される積分定数 









x yshyychKyshJychIN 1/221  
                xychyyshL mmmmmm sin1/22
3 ， 




y yshyychKyshJychIN 1/21  
                xychyyshL mmmmmm sin1/2
3 ， 




xy ychyychKychJyshIN 1/31  
                xyshyychL mmmmmm cos1/3
3  (付.27) 
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